Capitulo 4

Informacién incompleta y juegos
estaticos



Hasta ahora:

Hemos asumido que todo en el juego es conocimiento comun

En particular, gue las funciones de pago de los jugadores son
tales que:

Cada jugador conoce su funcion de pagos
Cada jugador conoce las funciones de pagos de todos los demas

Y que esto es conocimiento comun
Supuesto discutible:
Subastas

Competencia entre empresas
Aportacion a un bien publico...



Juegos con informacion incompleta (o Bayesianos)

» Un juego Bayesiano estatico es un JNC cuya forma normal es el
conjunto de los siguientes cinco conjuntos:

Un conjunto de jugadores NV = {0o N, 1, ...,n}

Para cada jugador i el conjunto de acciones/estrategias, A; = §;

Para cada jugador i un conjunto de posibles tipos de i, J;, siendo cada tipo
t; € J: una especificacion de la informacion privada de i

Para cada jugador i una distribucion de probabilidad sobre los posibles
tipos de los rivales, p;: T — [0, 1], siendo T =73 X --- X T,

Para cada jugador i una funcion de pagos
Ui (Sqy eeey Sy ey Sy Py ooes Pip s Pr): S X T = R



« En definitiva,
G =NV {Sitien: Tidiews Wwitien: T = 10, 1]; {u; dien'}
« El tipo t; solo es conocido por i (informacion privada)

» Utiliza esta informacion para tomar decisiones y para actualizar
sus creencias sobre los tipos de los jugadores rivales utilizando
la probabilidad condicional p; (t_;|t;)



Coémo se desarrolla un juego Bayesiano
estatico (JBE)? Interpretacion de Harsanyi

- N extrae un vector de tipos t = (t4, ..., t;, ..., t,,), de acuerdo con la
distribucion de probabilidad p, donde t; es una extraccion del conjunto

Ji

 Cada jugador i es informado de la realizacidn de su propio tipo t; (info
privada), pero no de las realizaciones de los tipos de los demas
jugadores

» Los jugadores conocen la distribucién de probabilidad de la que
emergen los tipos t = (tq, ..., t;, ..., t,) — p(t)

« Los jugadores eligen, simultaneamente, acciones a; € A;

» Los jugadores reciben los pagos correspondientes



Tres aspectos a destacar:

1) Hay un nuevo jugador (N) que revela el tipo t; al jugador i
solamente

» Entonces, la informacion incompleta se transforma en
informacion imperfecta (el movimiento de N no es
perfectamente observado)

» Por tanto, los jugadores no saben todo lo que ha pasado en el
juego cuando les toca mover



2) Restringimos la atencion al caso en el que los tipos son
independientes

3) Una vez que cada jugador i conoce su tipo, sus creencias respecto
al tipo del resto de jugadores se forman mediante la regla de Bayes

(t_i t;) _ p(t_;t;)
p(t;) 2e_er D(t:)

p
pi(t_;|t;) =

donde p;(t_;, t;) es la probabilidad de que N extraiga el tipo t; para
el jugador iy los tipos t_; para los demas jugadores, y p(t;) es la
probabilidad (marginal) de que N extraiga el tipo t; para el jugador i



Concepto de solucion en un JB estatico

» Equilibrio Bayesiano de Nash, equilibrio Nash-Bayes o equilibrio
Bayesiano a secas

» Para definirlo, necesitamos definir el concepto de estrategia en
un JB estatico (JBE)

- Estrategia en un JBE: En un JBE como § =
(N84, .., 8, T, oo, T3 D1, ooy P Uy, -0, Upy) UNQ estrategia
(pura) para el jugador i es una funcion s;(t;): J; = A; que
especifica, para cada tipo t; € J;, la accion del conjunto factible
A; que i elegiria para cada uno de sus posibles tipos y no solo
para el tipo en el que realmente se ha encarnado



- Una estrategia (pura) para un jugador i es una funcion del
espacio de tipos en el espacio de acciones, s;: J; = A;, con
elementos s;(t;), y que determina, para cada tipo t;, la accién
del conjunto factible A; que i elegiria si el azar determinase
que es de tipo t;, y esto para cada realizacidon posible de su tipo

» En una estrategia separadora, el jugador i elige una estrategia
diferente, segln el tipo en el que se encarne, es decir, s;(t;) #

Si(zi) para fi * Zi

« En una estrategia agrupadora, el jugador i elige siempre la
misma estrategia, cualquiera que sea su tipo, esto es, s;(t;) =
S;, para todo t; € J;



« Cada jugador calcula sus pagos a partir de su expectativa sobre
tipos utilizando sus creencias condicionales sobre los tipos de
los jugadores rivales

« Por lo tanto, si i utiliza |a estrategia pura s;, los otros jugadores
utilizan las estrategias s_; y el tipo del jugador i es t;, su pago
esperado es

Eu(si|s_it;) = z wi(s,s_i(€-), ti, ) X p(E_|t;)

t_;€J;



- Definicion. En el JBE G el perfil de estrategias s* = (s, ..., Sy)
es un EB si para cada jugador iy para cada uno de sus tipos t;,
s; (t;) resuelve el problema

max E pi(€_;|t;) X u;(s1(t1), e, Siy ooy Sp(E0); ;)
l
L_;

y donde la probabilidad condicional p; (t_;|t;) se calcula
mediante la regla de Bayes

Proposicidon. Todo JBE finito tiene un equilibrio de Nash-Bayes
(en estrategias mixtas)



.
Ejemplo 1

 Los jugadores 1y 2 juegan el siguiente juego simultaneo
* El jugador 1 puede elegir la accion A o la accidén B, mientras

que el jugador 2 puede elegir la accidon a o la accién b: A, =
{AJB}YUQZ — {Cl, b}

« El jugador 1 puede ser de tipo x o de tipo z, 7; = {x, z},
mientras que el jugador 2 tiene un Unico tipo, el cual es de
dominio publico

» El jugador 1 conoce su tipo



B
Ejemplo 1

« El jugador 2 no sabe de qué tipo es el jugador 1, ya que se
supone que la Naturaleza (jugador 0) ha elegido, a través de un
mecanismo aleatorio, el tipo de 1

» Lo que si conoce el jugador 2 es la distribucion de probabilidad
de la que proceden los tipos del jugador 1. En particular, sabe
que el jugador 1 puede ser de tipot; = x odetipot; = y conla
misma probabilidad: Pr(x) = 2

» Es lo mismo que decir que 2 no tiene tipos. En general, el jugador
informado (con informacidn privada) tiene tipos, mientras que el
jugador no informado carece de ellos



Forma normal

Jugador 1 de tipo x Jugador 1 de tipo z

2
1
3 ’2 1’ 0 0, 2 -1' 3

- 2'5 0'2 — 2'0 1'4




R
Forma extensiva

|
ty = x ty = E
Probix) =2 Problz) =2
1 1
A B 2
2
a2 T ﬂ ................ b ......... ﬂ ...................... b ............................ ) ;



- N =1{0,1,2)

- §;, = {AA, AB, BA, BB}, ya que tiene dos tipos posibles y dos
opciones al alcance de cada tipo

« En particular, puede elegir Asit; = xyAsity =z, Asity =xyBsit; =
z,Bsiti =xyAsit; =z, Bsiti=xyBsit; = z.
« S, = {a, b}, ya que no tiene tipos (su conjunto de tipos es un
singleton) y, en consecuencia, sus estrategias coinciden con sus
acciones

« El jugador 1 puede ser de varios tipos, lo cual significa que tiene
informacion privada. Un tipo concreto es cualquier valor
concreto del conjunto de tipos



« El jugador 2 no tiene tipos, por lo que la informacion que posee
es de dominio publico (carece de informacion privada)

« Cada jugador conoce su tipo y, por ende, su funcion de pagos

 Sin embargo, el jugador 2 no conoce el tipo de 1y solo tiene
creencias (una distribucion de probabilidad) sobre el tipo de 1.
Estas creencias (a priori) viene dadas por Prob(t; = x) = -

e u;(s4,5,; t;),donde s; € 8, s, €8,, t; € T3, siendo T; el
conjunto de posibles tipos del jugador 1 (los tipos del jugador 2
no se incluyen porgue este jugador no tiene tipos)



Comportamiento del jugador 1

» El jugador 1 conoce tanto su tipo como el tipo del jugador 2.

- Si es de tipo x, la estrategia B esta estrictamente dominada por la
estrategia A, con lo cual su mejor estrategia ante cualquier estrategia del

jugador 2 sera A
A sis, =a
MR,, = MR, =13, .
1x 1x {A,Sl s, =b

« Si es de tipo z, la estrategia A esta estrictamente dominada por B, por lo
gue su mejor estrategia para cualquier estrategia que utilice el jugador 2
sera B

MR,,(a) = MR,,(b) =B
 En definitiva, el jugador 1 tiene, como estrategias dominantes,

jugar A si es de tipo x y jugar B si es de tipo z. Su mejor
respuesta a lo que haga el jugador 2 sera, pues, AB



Comportamiento del jugador 2

- Evalla su pago esperado jugando a y su pago esperado jugando b para
las estrategias que pueda utilizar 1, que son las dadas por el conjunto
S, = {AA,AB,BA, BB}, y donde, por ejemplo, AA significa que el
jugador 1 juega A si es de tipo x y juega A si es de tipo z

 El pago esperado para el jugador 2 de jugar a es

1 1 \
Euy(a,AA) =5 X 2+5 %2 =2

1 1
Euy(a,AB) =5 X 2+5x0 =1

Eu,( BA)—1><5+1><2—7
w2l 58 =5 27477
Eu,(@,BB) = X5+ 2% 0 ="
Ual& BB =5 2" T2



- El pago esperado para el jugador 2 de jugar b es

E (bAA)—1><O+1><3—?ﬂ
W2D,a8) =5 27° 77
1 1
Eu,(b,AB) = =X 0+ =X 4 = 2
2 2 >
E (bBA)—1><2+1><3—5
U2, Ba) =5 2 7% 775
1 1
Fup(b,BB) = 5X2+5x4=3

2



- Comparando los pagos esperados, se obtiene

« MR,(AA) = a
- MR,(AB) = b
- MR,(BA) = a
- MR,(BB) = b

» como mejores respuestas del jugador 2

 Por lo tanto, si la estrategia optima del jugador 1 es jugar AB, |la
mejor respuesta del jugador 2 es MR,(AB) = b



» Proposicion: E/ EB del juego es el conjunto de estrategias
{si(ty =x) =A,s{(t; =z) =B, s,= b}



B
Ejemplo 2

 Los jugadores 1y 2 juegan el siguiente juego simultaneo:
 El jugador 1 es de un solo tipo
 El jugador 2 puede ser de tipo —1 o de tipo 1

 El jugador 1 no conoce de qué tipo es el jugador 2, pero si conoce la
distribucion de probabilidad de la que procede dicho tipo

» Esa distribucidn de probabilidad es: Pr(t, = —-1) =p,0<p <1

 El conjunto de acciones de cada jugador y los pagos que puede
obtener se especifican en la siguiente tabla






- El jugador 2 tiene una estrategia (débilmente dominante), con
lo cual la utilizara, independientemente de lo que haga el
jugador 1. Formalmente

B,siesdetipot, = —1

MRz = { A,siesdetipot, =1



» Supongamos ahora que el jugador 1 cree que el jugador 2
jugara A cuando es de tipo t, = —1 (suceso que ocurre con
probabilidad p) y jugara B cuando t, = 1 (probabilidad de
ocurrencia 1 — p). Entonces, el pago esperado para 1 es:

( p2—(1—p)4 = 6p — 4,sijuega D
Eu;, =< p(0O)+ (1 —p)0=0, sijuega C
Kp(—4) +(1—p)2=2—6p,sijuegal




 con lo cual su mejor respuesta es

r I

’ - <3
sip

D,sip




 Proposicion . Los EB de este juego son:
- Sip < %, {(s{ =1,55(—1) = B,s;(1) = A)}, es decir, (I,BA)
o Si% <p< %, {(s{ =C,s55;(—1) = B,s;(1) = A)}, es decir, (C,BA)
« Sip > %, {(s{ =D,s;(—1) = B,s,(1) = A)}, es decir, (D,BA)

. 1 * * * * * *
« Sip = . {(si =1,5;(—1) = B,s5(1) = A); (s{ =C,s3(—1) = B,s,(1) = A)},
es decir, (I,BA) o (C,BA)

. 2 * * * * * *
- Sip =2 {(si = C,s5(=1) = B,s3(1) = A); (s] = D,s3(~1) = B,s3(1) = A)},
es decir, (C,BA) o (D,BA)



. ®
Ejemplo 3

 La informacion incompleta no es exclusiva de las situaciones en las
qgue un jugador no conoce los pagos de los oponentes

» También puede existir si un jugador no conoce las preferencias del
rival o rivales

« Imaginemos que los jugadores 1y 2 tienen que decidir,
simultaneamente, donde pasar la tarde

- Cada uno puede optar por asistir al ballet o ir al cine, A; = {B, C},
1 =1,2



« El jugador 1 es forofo del ballet y al jugador 2 le gusta el cine

- El jugador 2 puede estar animado o desanimado, 75, = {a, d}, y sus
preferencias varian en cada caso:

- si esta animado, prefiere la compania del jugador 1
« si estd desanimado, prefiere estar solo/a

- El jugador 1 no conoce con certeza las preferencias (estado de
animo) del jugador 2 y cree que, con probabilidad p, 0 <p <1,
estara animado



Forma normal o estratégica

Jugador 2 animado Jugador 2 desanimado

) C ) C
1 1
BEE 12 oo Bl 1 o2

11 21 11 2,0




Forma extensiva

Ahora, las estrategias de cada jugador
indican una accion para cada tipo posible en el
que pueda encarnarse

El jugador 1 solo tiene un estado emocional
posible, por lo su espacio de estrategias coincide
con el de acciones, §; = {B, C}

El jugador 2, sin embargo, tiene dos estados
de animo posibles y, en consecuencia, su espacio
de estrategias es S, = {BB,BC,CB,CC}, donde
la estrategia BB, por ejemplo, significa que elige
B cuando se encuentra animado y elige tambien
B cuando esta desanimado, BC ...




Pagos esperados del jugador 1:

p-1+(1—-p)1=1

p -D+A-p)(-1)=-1 2-3p 3p—-1 p




MR (s2) = 5

( B,
B,sip > =
B o C,si -1
0 ,51p—2
C,sip<§ )
) )
B,sip > =

_ 1
BoC,51p=§

sis, = BB

C,sip<=

MR, (s;) = {

\ C,

BC,sis; =B
CB,sis; =C

»,S1s, = BC
>,sis, = CB
sis, =CC



 Proposicion. E/ juego descrito en el Ejemplo 3 tiene los
siguientes EB:

sip € (0,5) (6] = €53(a) = €,53(d) = B))
sip € (5.1) (1 = B s3(@) = B,s3(d) = 0))

Sip = 2051 = C,53(@) = €,53(d) = BY; (51 = B,53(@) =



¢Es siempre mejor tener mas informacion?

« Consideremos la siguiente situacion:

Jugador 2 Jugador2

p. C
1
4.2 4.2 4.0

“ 66 010 0,0 n 66 00 0,10

« Empecemos suponiendo que ningun jugador sabe si la verdadera
matriz de pagos del juego es la izquierda o la derecha (info simétrica)

Lo unico que los dos saben es que la probabilidad de que sea una u
otraes 1/2



« Si ningun jugador tiene info privada, A; = {A,B}y A, = {a, b, c}

« Supongamos que el jugador 1 juega la estrategia A:

- = El jugador 2 gana 2 si juega a, gana 1 jugando b y gana %
jugando ¢ — Elegird a

» Supongamos ahora que el jugador 1 elige |la estrategia B:

- = El jugador 2 gana 6 eligiendo a, gana 5 eligiendo b y también
gana 5 eligiendo ¢ — Elegira a. A su vez, si el jugador 2 elige a, el
jugador 1 gana 4 eligiendo |a estrategia A y gana 6 eligiendo Ia
estrategia B — mejor respuesta de 1 a la eleccion de 2 es jugar B



 Proposicion. Si los jugadores tienen informacion simétrica, el
EB del juego es el perfil de estrategias {(s; = B,s; = a)}

* Y los pagos que, en el EB, reciben los jugadores son los dados
por el vector (uj,u;) = (6,6)



« Supongamos ahora que el jugador 2 sabe con certeza cual es
exactamente la matriz del juego

- Esto equivale a que:

- el jugador 2 puede ser de dos tipos y
- el jugador 1 no sabe el tipo concreto del jugador 2

» Con respecto a la situaciéon anterior (informacidn simétrica), el
jugador 2 tiene ahora mas informacion que el jugador 1 (info
asimétrica). En este caso,

- Ay = {4, B},

- mientras que A, = {aa, ab, ba, bb, bc, ca, cb, cc}, ya que tiene dos
conjuntos de informacion, cada uno con un nodo y con tres opciones



- Ahora en la matriz de la izquierda, b es una estrategia
dominante para el jugador 2, mientras que en la matriz de |la
derecha c es una estrategia dominante para dicho jugador

« = si 2 juega bc, el pago para el jugador 1 es 4 sijuega Ay O si
juega B. Por lo tanto, jugara A

» Proposicion. Si el jugador 2 posee info privada sobre su tipo, el
EB del juego (de informacion incompleta) es el conjunto de
estrategias {(s; = A,s,(x) = c¢,s5(z) = b)}. Esdecir, (4, cb)

- Los pagos de los jugadores vienen dados por (u;,us) = (4» %)



 Proposicion. E/ pago del jugador 2 es menor cuando tiene
ventaja informativa que cuando no la tiene

» Cuando el jugador 2 carece de informacioén privada (no tiene
ventaja informativa con respecto al jugador 1) y, por tanto, utiliza
las dos matrices para tomar su decision, a es la opcion 6ptima

- Esta opcion deja de ser 6ptima cuando el jugador 2 posee info
privada vy, por tanto, tiene mas info que en el contexto anterior.
En este caso, la opcidon dptima para el jugador 2 es b cuando la
matriz relevante es la izquierda y ¢ cuando es la derecha
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